Sinteza sistema sa kona¢nim impulsnim

odzivom

Digitalna obrada signala
Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom

IIR - beskonacan impulsni odziv

U analognim sistemima ne postoje funkcije prenosa koje imaju samo nule, jer
se to protivi uslovima fizicke ostvarljivosti.

Ne mesati to $to je u praktiénim sluajevima impulsni odziv OGRANICAVAN.

FIR - kona¢an impulsni odziv

Preko analognog prototipa - transformacijom?

Racunski, diskretni, digitalni domen — moguce nesto i $to nije “fiziCki” ostvarljivo
Funkcije prenosa sistema sa konac¢nim impulsnim odzivom (FIR) sintetizuju se
direktnom sintezom u z-ravni.

*metod sinteze koji koristi prozorske funkcije za ograni€avanje impulsnog odziva
*metod frekvencijskog odabiranja
soptimizacione metode projektovanja

slinearna faza
«linearna amplitudska karakteristika
*konstantan fazni pomeraj od 90°

Digitalna obrada signala
Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom

Sistem koji ima konacan impuslni odziv

h[n]#0 n=01.M -1
h[n]=0 za sve ostale vrednosti

Njegova z transformacija, odnosno funkcija prenosa sistema u z domenu

M-1 1 M-1
H(z) = Zh[n]Z’” =— anszH Ima samo nule?
n=0 z =0

Frekvencijski odziv

. o R
p e H (™) =;M(Q)eje(m

M-1
H(e“"Q) — Z:l?[r.']e_ﬁ’Q — ‘H(ef‘q)
n=0

Fazno kasnjenje Grupno kasnjenje
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Zasto je bitna “linerana” faza odnosno fazno kasnjne i grupno kasnjenje

Neka je na ulazu u sistem signal
s(t) =sin (wyt + ¢, )+ sin 2wyt + ,)
Njegov vremenski oblik

s(t) = sin (w,t + @, ) +sin 2wyt + @, ) = ZCOS( Ot ¥ ;’2 — A jsin (S%t +2(pz - (plj

Ako signal prolazi kroz sistem koji ima konstantno pojacanje
ali unosi razli¢ite fazne stavove na razli¢itim ucestanostima

s (t) =sin (ot + @, + Ag, ) +sin 2wt + @, + Ag,)
Njegov vremenski oblik

s (t) =sin (w,t + @, + A, )+5in 2yt + @, + Ag, ) =

_ ZCOS( @l + @, _¢12+ Ag, _Agol]sin£3wot+(/’2 +¢’;+A¢2 +A¢1j

Digitalna obrada signala
Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom

s(t)= Zcos( Dol ¥ (52 — 4 jsin [S%t +2¢2 T j

s(t) = 2cog| LLE L= A HAG ZApy | o (SOt + g+ + AP, + Ay
2 2
Izlazni signal je “zaka3njen” ali da bi se zadrZzao oblik S*(t+At) =s(t)

W, At+Ap, —Ap, =0
3w, At +Ap, +Ap, =0

A¢2 = _2a)0At Fazna linerano zavisi od u¢estanosti
A% = —a)oAt Fazno kasnjenje konstantno

Grupno ka$njenje konstantno
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i fazno i grupno kasnjenje konstantno

‘Eg(Q)=‘Ep(Q)=‘E

M-1
= Z A n]sinnQ
B(Q) =—1Q=tan™ =*
Zh[n]coan
n=0
?éif
) h[n]sinnQ2
fantQ = - T?) ==
cosT > hn]cos nQ

n=0
M-1 Mol
Zh[n](coan sin tQ —sin nQ cos TQ) = Z h[n]sin(tQ2—nQ) =0
n=0 n=0

reSenje

hn|=hM—-1-n], n=0,....M -1
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IMPULSNI ODZIV SIMETRICAN

Tip | FIR filtra M neparan broj
impulsni odziv je simetri¢an u odnosu na centralni odbirak sa indeksom (M -1)/2

Tip Il FIR filtra M paran broj

impulsni odziv je simetri¢an u odnosu na tacku koja lezi na sredini izmedu odbiraka
sa indeksima (M - 2)/2 i M/2

Tip | FIR Tip Il FIR
h[n] h[n]
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samo grupno kasnjenje konstantno

M-1
= h[n]sinnQ
DT

Zh[n]coan

n=0

0(Q)=-1Q+6, =tan™"

M-1

> hn]sin(tQ2 -6, —n) =0

reSenje

6, ==

oA
)
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IMPULSNI ODZIV ANTISIMETRICAN

Tip Il FIR filtra M neparan broj

Tip IV FIR filtra M paran broj

odbiraka sa indeksima (M - 2)/2 i M/2.

Tip Il FIR Tip IV FIR

impulsni odziv je antisimetrican u odnosu na centralni odbirak sa indeksom (M —1)/2

impulsni odziv je antisimetrican u odnosu na tacku koja lezi na sredini izmedu
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Frekvencijska karakteristika

FIR tipa | - impulsni odziv simetrican, M neparan broj

hin]

T,

3456 7891 n

) (M-3)/2 ) .
HE %= > hnje "+ h[(M -1))/2]e /2M D2 4
n=0

M-

>

n=(M+1)/2

—

M-1 i M-l _3)/2
> hHnle =Y WM-1-nle /"% = Z [n)e -
n=(M+1)/2 n=(M+1)/2 =0
) . (M-3)/2 M-1
H(e'®)=e MM Ih(M -1)/2]+ 3 2h[n] CosQ(i_
n=0

h[n]e’»’”Q

n)

n

J
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Frekvencijska karakteristika

FIR tipa |

i ay = H(M—=1)/2]

Z a;, cosQk

QN _ QD)2
HEe ) =e a, = 2H[(M=1)/2-k]

FIR tipa Il

M2
H(e'®) = £~/Q0-D/2 Z b, cosQ2 b, =2h[M/2-k]

k=1

=

(M-1)/2 (M-1)/2

iQ(M-1)/2
> a, sinQk = je M 3 g, sin

k=1 k=1
(-3

FIR tipa Il

H(ej.Q) — e—j[Q(M—l),'l—m

FIR tipa IV

M’/-
H(e™ )—e’J[Q(M f2-nf2 Zb sin Q)
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Raspored nula

1. Kompleksne nule funkcije prenosa koje ne leZe na jedini¢nom krugu javljaju se u
kvadrupletima (grupama po &etiri konjugovano kompleksne i reciproéne nule) na lokacijama: z,, z;,
1 ooeyl
z1(z),
2. Realne nule funkcije prenosa koje ne leze na jedini¢nom krugu javljaju se u recipro¢nim
parovima: z, z, ',

3. Prozvoljan broj konjugovano kompleksnih parova nula moze lezati na jedini¢cnom krugu
posto je:

(Z—Z,-)(z—zf)= (z—e‘jq“)(z—e*m’): z—% (z—lJ
Z; Zj

4. Proizvoljan broj nula moze lezati u tatkama z, = =1, jer je tada takode z ' = *1.

Digitalna obrada signala
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Raspored nula

M-1 M-1 0
H(z)= Zh[n]z’” SEiE Zh[M— l-nlz7" =z Zh[k]zkz’m’n =7 MDDz
n=0 n=0 k=M-1

+ simetrican
- antisimetri¢an
z=-

H(=D)=+(-)"*"V H(-1)

Firll, M parno  H(-1)=-H(-1) H(-1)=0 mora imati nulu u tacki z=-1

Fir 1ll, M neparno mora imati nulu u tacki z=—1
z=1
H(H)=zxH(])

tip I i tip IV FIR filtra moraju imati nule u tacki z =1
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Faza linearna
Aproksimacija amplitudske karakteristike

Diskretan sistem -> Zeljena amplitudska karakteristika periodi¢na funkcija
Furijeov red

Hy(e™)= Y hy[nle™

1 7 , :
hy[n]= o IHD (e’)e™dQ
e’ =z

Hp(z)= ihD[n]z‘”

n=—uw

Moguée napraviti?

Digitalna obrada signala
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Sinteza FIR sistema sa prozorskim funkcijama

Ograni¢avanje impulsnog odziva

hplnl. o<

i o

M-1

U: : Zelimo M neparno

Odsecanjem

‘u‘ >

‘ ~(M-1)/2
Kauzalno? Jo$ uvek ne! Pomeranje udesnoza (M -1)/2— z (M-1)/

' M-1
M- e = f—
h[n]=1’{n— [2 1}= hD|:n 5 } n=0L...M-1
0, n<0, nz2M

) (M-3)/2 ) )
H(Z) - Z—(AM—I),-‘ZH(Z) - Z_(‘M_l)lz{h[(AM _ l)/z] + Z h[n][z[(]lf—])/z—ir)] + Z—[(]\«[-]),-Q—n)]]}

n=0
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Digresija
hn]=hM-1-n] h{n]=—h[M—1-n] M neparno
M-1 M-1

H(z)= ) b,z"" =% hn)z™"

n=0 n=0

(M-3)/2
H(z) { Z ]’I[n](z(M’l)‘/z’” iZ*[(M—l)/Z—n])+2117[()M_ l)/2](z°iz°)}

n=0

(M= ag = h{(M-1)/2]
H(z)=z"M-D2 > —ap (zk + z_i")

=0 ap =2h[(M-1)/2-k]
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Koliko dobro? o
e, Q<Q,

Idealan NF sa linearnom fazom HD (e'IlQ) =
0, Q>Q
5
25
0 ) 0‘21 Q4= 06x 0.8=x
Najvece oscilacije oko €2, S 1
Gibsove oscilacije 125
iy F

Premasenje amplitude oko 9%, 0.75dB

Slabljenje samo 21dB Malo zavisi od M
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Odsecanje ali na drugi nacin
Prozorske funkcije I‘V(Z)

M—1
h [n] = w[n]hD[n - T} n=01,... . M-1
0, n<0, n>M

H,(2)= L §HD(11)I'V(5}1716{11
2nj & u

2n
H, (%)= ZL [ H(e™ e dv
L 0
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Pravougaona prozorska funkcija

1, »n=0l1,....M-1
w =
val"] 0, n<0, n=zM

3 /
_ SIH(QJM’;" 2) e_jQ(M_l)f-’g

W (e®
=) sin(€)/2)

[Wi(e”)l (dB)

M=32

0 0.2n 04n 06n 0.8n 03
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Pravougaona prozorska funkcija

Razlog za pojavu Gibsovih oscilacija je konvolucija u frekvencijskom domenu
izmedu Zeljene frekvencijske karakteristike i frekvencijske karakteristike
pravougaone prozorske funkcije koja izaziva odstupanja od zeljene
karakteristike.

Odstupanja su posledice dve karakteristike spektra prozorske funkcije.
Sirina glavnog luka u spektru prozorske funkcije utiée na $irinu prelazne zone,
dok amplituda bo¢nih lukova u spektru prozorske funkcije uti¢e na amplitudu

Gibsovih oscilacija.

Dakle, dobra prozorska funkcija trebalo bi da ima Sto uzi glavni luk i Sto vece
potiskivanje bo¢nih lukova, $to su kontradiktorni zahtevi.

Digitalna obrada signala
Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom
Sinteza FIR sistema sa prozorskim funkcijama

1. Prozorske funkcije u spektralnoj analizi najéesce imaju paran broj ¢lanova (obi¢no 2P)
dok prozorske funkcije u sintezi FIR filtara imaju neparan broj ¢lanova. Ova razlika je
posledica Cinjenice da najefikasniji algoritmi za izraunavanje DFT zahtevaju da
sekvenca ima paran broj ¢lanova, a u sintezi FIR filtara se izbegava paran broj odbiraka
u impulsnom odzivu jer unosi necelobrojno kasnjenje.

2. Sirina prelazne zone izmedu propusnog i nepropusnog opsega povezana je
nelinearnom relacijom sa Sirinom glavnog luka u spektru prozorske funkcije.

3. Maksimalna greSka amplitudske karakteristike FIR filtra zavisi na nelinearan nacin od
maksimalne amplitude bo¢nih lukova u spektru prozorske funkcije.

Zbog pojava navedenih pod 2 i 3, teSko je unapred proceniti da li ¢e primena izabrane
prozorske funkcije dati zadovoljavajuéi rezultat u sintezi FIR filtra

Prozor

Sirina prelazne
zone

Minimalno slabljenje u [ za ekvivalentni
Kajzerov prozor

nepropusnom opsegu

Sirina prelazne zone sa
ekvivalentnim prozorom

Pravougaoni
Hanov
Hemingov

Blekmanov

1.87/M
6.2m/(M-1)
6.6m/(M-1)

1r/(M-1)

0
3.80
4.86
7.04

1.81/(M-1)
5.01m/(M-1)
6.27m/(M-1)
9.197/(M-1)
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Kajzerova prozorska funkcija

Kajzerova (Kaiser) ili Kajzer-Beselova (Kaiser-Bessel) prozorska funkcija
predstavlja jednostavnu diskretnu aproksimaciju funkcije ograni¢enog trajanja
Ty koja maksimizira energiju sadrzanu u opsegu ucestanosti B

. IO{B 1-[1-2n/(N - l)]g}

, n=012,....N-1
(B

weln

=) Aank 2
To(x) = Z[(lf 2 } P=0.5Tx By

io K

Kontinualnom promenom parametra 3 moze se povecavati
slabljenje bocnih lukova na racun proSirenja glavnog luka

Digitalna obrada signala
Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom
Sinteza FIR sistema sa prozorskim funkcijama

Kajzerova prozorska funkcija

[W, ()] (dB)
0

20 B=2=n
-40
-60

-80

-100 Dy
0 0.2n 04r 067 0.8n n

8 A W (e")] (dB)
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Kajzerova prozorska funkcija

Posto je kod Gibsovih oscilacija amplituda greSke u

propusnom i nepropusnom opsegu ista, i posto [HG)l
prozorske funkcije samo ublazavaju dejstvo Gibsovih 145
oscilacija, dozvoljena greSka u propusnom i 1-85
nepropusnom opsegu mora biti ista, tj. 5, = 5, = d.
5 BRI
Ako se u postupku formiranja specifikacija izaberu : N 5

razliGite vrednosti za 6p i 8, , U sintezi se mora koristiti
manja od dve specificirane vrednosti.

Digitalna obrada signala
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Kajzerova prozorska funkcija

Na osnovu zadatih specifikacija Q, , Q, , a, i a, odreduje se $irina prelazne zone
B,=Q,-Q,

grani¢na uCestanost idealnog NF filtra

_Q,+Q,
T2
0.05a
i vrednosti za 8, i 5, prema izrazima . 10 p -1
0p =05
107777 +1

12
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Kajzerova prozorska funkcija
2
Izabere se vrednost greske & prema izrazu: & = min(3,,9, )

Ako je & # &, , izracuna se nova vrednost za a, prema izrazu: a, = -20/logd

3
Izabere se vrednost parametra 3 prema empirijskom izrazu
0. a, <21dB
p=10.5842(cc, -21)"* +0.07886(cr, —21), 21dB<a, <50dB
0.1102(ct, —8.7), o, >350dB
4
Odredi se broj ¢lanova impulsnog odziva prozorske funkcije prema izrazu
0.9222, o, <21dB
D=3{0,-795
—4__7" o, >21dB
14.36
2nD
M>—+1
B
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Kajzerova prozorska funkcija

& M —
< M1

hy[n]= 27111 J.HD(eJQ e dQ) = % .feJ”QdQ = LsinQPn,

o nm

7
Formira se impulsni odziv FIR filtra prema izrazu

h[n]=hD[n—M2 }H’K[I’I], n=01..,M-1

5
Formira se 1[,1[3\;1—[1—2” (N-DJ ! _
W] = — L n=012...8-1 N=M
1,(B)
6
IzraCunaju se koeficijenti razvoja funkcije Ho (/) = L, OS|Q|SQr
) . D(é )=
prenosa idealnog NF filtra 0. Q <|Q<n

13
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VF
. 0, 05(Q<Q
B=Q,-Q, Hy(e/®) = <@,
L Q. <|Q<n
PO
Br = lnin[(Qpl - Qal)‘! (Qal - Qpl )J
B B
Q,=Q,-=". Q,=0Q, ++
2 . -2
0, 0<]Q|<Qy
iQ
Hp(@h =11 Q,<|Q|<Q,
0, Q,<|Qsn

Digitalna obrada signala
Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom
Sinteza FIR sistema sa prozorskim funkcijama

NO

B, = min[(Qm —€Q,,).(22,, _Qal)J

B

chzgpl-l_?r’ ch =Qp£_7f
L 0<|Ql<q,

Hp(e) =410, O, <[0]<Q,
1L Q,<|Q<n
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Dobro - Jednostavnost i pgstojanje eksplicitnih izraza za odbirke skoro svih prozorskih
funkcija (izuzimajuci Dolf-Cebisevljevu prozorsku funkciju).

Lose -

Ako idealna frekvencijska karakteristika koju treba aproksimirati nije data jednostavnim
izrazima, moze se desiti da ne postoji eksplicitno reSenje za vrednost odredenog
integrala kojim se racuna impulsni odziv. U takvom slu€aju mora se pristupiti
numeri¢kom izraCunavanju integrala za $ta se moZe iskoristiti Diskretna Furijeova
transformacija.

Drugi problem koji se pojavljuje kod primene prozorskih funkcija je relativno mala
fleksibilnost pri projektovanju. lako se na pocetku postupka projektovanja zadaju
specifikacije zagrani¢ne ucestanosti Q, i Q, nema nikakve garancije da ce te granice
zaista biti i realizovane u postupku sinteze. Naime, zbog konvolucione veze spektara
idealne karakteristike i prozorske funkcije, prozorska funkcija u sustini ublazava
diskontinualni prelaz iz propusnog u nepropusni opseg kod idealnog filtra. Tako se
grani¢na ucestanost idealnog filtra, Q. , na komplikovan nacin preslikava u dve grani¢ne
ucestanosti, Qp iQ,.

Digitalna obrada signala
Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom
Sinteza FIR sistema sa prozorskim funkcijama

Jedan od glavnih nedostataka metoda sinteze pomocu prozorskih funkcija
je §to rezultujuce funkcije prenosa nisu optimalne ni po kakvom poznatom
kriterijumu.

To znadi, a taj zaklju€ak je potvrden i u praksi, da se uvek moze
sintetizovati filtar sa boljim performansama.

Ovaj zaklju€ak vazi ¢ak i u slu¢aju da se koriste optimalne prozorske
funkcije, kao $to su Kajzerova ili DolfCebigevljeva, jer je dejstvo prozorske
funkcije na rezultujuc¢e reSenje posredno, preko konvolucione

relacije.

Zbog toga se Cesto, a narocito ako je na raspolaganju racunar, koriste
alternativne metode za projektovanje FIR filtarskih funkcija

15
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Jedan od glavnih nedostataka metoda sinteze pomoéu prozorskih funkcija
je Sto rezultujuce funkcije prenosa nisu optimalne ni po kakvom poznatom
kriterijumu.

To znadi, a taj zaklju€ak je potvrden i u praksi, da se uvek moze
sintetizovati filtar sa boljim performansama.

Ovaj zaklju€ak vazi ¢ak i u slu¢aju da se koriste optimalne prozorske
funkcije, kao $to su Kajzerova ili DolfCebiSevijeva, jer je dejstvo prozorske
funkcije na rezultujuce reSenje posredno, preko konvolucione

relacije.

Zbog toga se ¢esto, a narocito ako je na raspolaganju racunar, koriste
alternativne metode za projektovanje FIR filtarskih funkcija

Digitalna obrada signala
Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom
Optimizacioni metodi sinteze FIR sistema

Ako se detaljnije analizira ponaSanje amplitudske karakteristike, lako se moze
uociti da su odstupanja amplitudske karakteristike (greSka aproksimacije)
najveca u blizini grani¢nih u¢estanosti.

Iz teorije analognih, kao i diskretnih IIR filtara, znatno bolji rezultati u pogledu
aproksimacije amplitudske karakteristike mogu se dobiti ako se greSka
aproksimacije ravhomerno rasporedi unutar propusnog i nepropusnog
opsega, to je pokazano na primerima Cebi$evljeve i elipticke aproksimacije.

Sli¢na ideja se moze primeniti i u sintezi FIR filtarskih funkcija, odnosno,
problem aproksimacije amplitudske karakteristike FIR filtra se moze
posmatrati kao problem aproksimacije u CebiSevljevom smislu.
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Hocemo

1-8,<H.(Q)<1+3,, |Q<Q,
-3, <H,(Q)<3,, |Q=Q,

Hd (Q) Idealna realna funkcija koju treba aproksimirati
5

L =K, Q,<[Qsn
8

a

1, 0< ‘Q‘ < Qp Tezinska funkcija koja
: s pokazuije relativan uticaj
IV(Q) - bp greske u pojedinom opsegu
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Greska

Ha’r ( Q )

E(Q) =W (Q)0(Q
(€2) =€) ){ 0%

opsezima S uCestanosti od interesa.

Treba naci skup koeficijenata a,, koji zadovoljavaju jednacinu

min [maX|E(Q)|}= min {max
oy, kf0.L]L QeS oy. ke[0.L] | QeS

E(Q)=W(Q)[H, (Q)-H, ()]=W(Q)[H, () - 0(Q)P(Q)]

—P(Q)} = W (Q) H, ()= P |

Cebisevljev aproksimacioni problem se sastoji u odredivanju koeficijenata
polinoma P(Q) koji minimizuju maksimalnu apsolutnu vrednost E(Q) u

=0

I
HA/(Q) {I;’d,. (Q) - Z o cos Qk
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Digresija ) ‘
‘ . RIS
H(e/ )=/ OMD2 %" g cosQie

k=0

iQ —fQ(M—l)/lez 1
H( ¥ )=¢" D bcosQ k——
k=1 2

M-1)/2 (M-Dj2
> a,sinQk = je MV N g, sinQk
k=1

= k=1

(
H(ej.rz) - e—j[Q(M—l)jZ—:t./’l}

M[2 M/2
H(e™)= e’f[Q(M’”":’”"‘z]Zbk sin Q{k = é} = je /oM Zbk sin Q(k - %]

k=1 k=1

l K=0 11
H(e;o_) — e—jQ(M—l)fzeJK.-:;‘zHr (Q) Kol MW

Digitalna obrada signala
Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom
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Digresija H((BJ‘Q) — e—_,iQ(M—l),-"lejKrt,-’lH | (Q)
H,(Q)=0(Q)P(Q)
L
P(Q) = Z o, cosQk
k=0
Q(Q2)
Tip I 1
TpII COS9
1p 5
Tip 11T sin €2
, . Q
Tip IV S Py
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Teorema alternacije

S oznacava zatvoreni skup koji se sastoji od disjunktne unije
zatvorenih podskupova ose ucestanosti Q u intervalu [0,TT).

'
P(Q) = Zak cosQk
k=0
predstavlja jedinstvenu, najbolju Cebigevljevu aproksimaciju funkcije na skupu S

Potrebno i dovoljno
funkcija greske E(Q) ima bar L + 2 ekstremuma na skupu u¢estanosti S.

Mora postojati bar L + 2 u€estanosti Q;, i =1, ... ,L+ 2, gde je E (Q) = - E (Q;,1)

EQ))

= max‘E (Q)
Qes

, i=L..,L+2

Digitalna obrada signala
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Teorema alternacije

S oznacava zatvoreni skup koji se sastoji od disjunktne unije
zatvorenih podskupova ose ucestanosti Q u intervalu [0,TT).

L
P(Q) = Zak cosQk
k=0
predstavlja jedinstvenu, najbolju Cebigevljevu aproksimaciju funkcije na skupu S

Potrebno i dovoljno
funkcija greske E(Q) ima bar L + 2 ekstremuma na skupu u€estanosti S.

Mora postojati bar L + 2 u€estanosti Q;, i =1, ... ,L+ 2, gde je E (Q) = - E (1)

[E(Q)|=max|E(Q)], i=1...,L+2
Qes
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X v ae . N =0 | <
Cebisevljev polinom Ty (x) = L 11) x<1

cosh(N cosh " x) M 21
T, (cos€2) = cos NQ

L L i
P(Q)= chk cosQk = Z(kak (cosQ) = ZBk(cosQ)k
k=0 k=0 k=0

ekstremumi

dE(Q) _ dH,(Q)
aQ  do

0
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(M-1)/2
H(e/?y = /M2 > ap cosQk

k=0

trigonometrijski polinom L-tog reda po cosw
izvod ima najviSe L =1 nula, L -1 lokalnih ekstremuma

dP(Q) . L .
——=—351in 2 Jk(cos Q)"
10 ]‘Z_;,Bi. ( )
Q=01 Q=m Josdvaekstrumuma

funkcija greSke mora imati ekstremne vrednosti i na uCestanostima Q; 1 Q, ,
inace uslov alternacije ekstremuma ne bi bio zadovoljen

Tip1l

Maksimalan broj ekstremuma funkcije greSke je L + 3 u slu¢aju NF i VF filtarskih
funkcija.

U slu€aju PO i NO filtarskih funkcija maksimalan broj ekstremalnih tacaka
funkcije greSkejeL +5
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Apsolutne vrednosti svih ekstremuma su jednake, osim u tatkama Q =0ili Q = .
Ako je vrednost funkcije greSke u nekoj tac¢ki ekstremuma manja od ostalih,

onda se pri numeraciji ekstremuma mora izostaviti ne samo ta tacka, ve¢ i jedna
susedna, posto inace ne bi bio zadovoljen uslov alternacije.
Zbog toga se ova klasa filtarskih funkcija naziva optimalna aproksimacija ili
aproksimacija sa jednakim odstupanjima (engl. equiripple).

Potrebno i dovoljno

funkcija greske E(Q) ima bar L + 2 ekstremuma na skupu u€estanosti S.

Mora postojati bar L + 2 u€estanosti Q;, i =1, ... L+ 2,gde je E (Q) = - E (Q.,)

E@Q,)|=

=1,...,L+2

Digitalna obrada signala
Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom
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Kako naci takvu aproksimaciju?
Parks-MekKlelanov algoritam (Parks-McClellan)

Remezov algoritam za izjedna¢avanje ekstremuma
Precizno kontrolise parametre L, Q,, Q,i0,/9,,
dok je , (ili &, ) promenljivi parametar

Na ucestanostima ekstremuma funkcija greSke optimalnog reSenja
E@Q,) =W (@)|H,(@,)-P©@,)|=1)"5, n=01 L+
(="

P(Q,)+~ =H,(Q). n=01.._L+1
W(Q,)

Za cos Qi+ C0°8 =H, (Q,), n=01..,L+I
k=0 IV(Q )
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1 cosQ, cos2Q), .- cosLQ, ,l S =
Q) [[o,] | Harl(0)

1 cosQ cos2€Y, -+ cosLE) ,_1 o Hg ()
() 2 :

» 237 I:Idr(QL)

-1 L+1 S -

1 cosQ;,, ¢os2Q, , - coslQ, , L ¢ _Hdr(Qul)_

L W€, |

L + 2 nepoznatih u€estanosti Q,
L + 1 nepoznatih koeficijenata a,
vrednost maksimalne gre$ke &

Remezov algoritam zamene iterativno reSava problem
odredivanja 2(L + 2) nepoznatih parametara

Digitalna obrada signala

Sinteza sistema sa konaénim impulsnim odzivom ) .
Optimizacioni metodi sinteze FIR sistema Digresija
Remezov algoritam predstavlja iterativni postupak za odredivanje najbolje ravhomerne
aproksimacije neprekidne funkcije f(x) polinomom stepena n na intervalu [a, b].

Korak 0: 1zabrati n + 2 razli€ite tatke x, < X, <. .. <X, saintervala [a, b]. Obi¢no se za x; uzimaju
nule Cebisevljevog polinoma.

Korak 1: Resiti sistem linearnih jednacina
b+ b+ - -+bx,i+(-1)E=f(x),i=0,1,...,n+1
po nepoznatim by, b,, ..., b, i E.

Korak 2: Formirati polinom p(x) = by + byx + - - - + b x".

Korak 3: U tackama x; funkcija p(x) — f(x) menja znak, pa postoji bar n + 1 nula ove funkcije koje
dele [a, b] na n+2 intervala. Take x; zameniti novim tackama y;u kojima se dostize lokalni
maksimum funkcije |p(x) — f(x)| u intervalu kome pripada x; .

Ukoliko je p(x;) — f(x;) = +|E|, treba naci lokalni maksimum funkcije p(x) — f(x) u okolini x; , a ukoliko
je p(x)—f(x;) = —|E|, naci lokalni minimum. Posto je algoritam iterativan, ove ekstreme nije potrebno
taécno izraunati, dovoljno je npr. par iteracija kvadratnog fitovanja. Tacku y, o¢ekujemo da je u
okolini a, taku y,,, u okolini b, a preostale y; u okolini taaka x; . Oznacimo z; = p(y;) - f(y;). Po
konstrukciji je |z; | = |E|, pa je min; |z; | 2 |E| nova donja granica optimalne greske aproksimacije.

Korak 4: AZurirati tatke x; novodobijenim tackama y;. Posto je max; |z; | gornja granica optimalne
greSke (dostize se na polinomu p(x)), za kriterijum zaustavljanja se moze koristiti dovoljno mala
razlika min; |z; | i max; |z; |. Ukoliko ta€nost nije zadovoljena, i¢i na Korak 1.
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Ali
L+1 n
; ; ; g:H, ()
5= gode-(Qo)+g1Hd:-(Ql)+"'+gL+1Hdr(QL+1) — ; e ‘
g _ & . . CD7g, LZI: -D'g,
W, W) W) o W(€2,)
A
ﬁ l L+1 l
& = g=[][——
o COSQ, —cosQ) i gxk_x”
n=k
n=k
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P(Q)=> Py (cos) => B,x" = P(x)
k=0 k=0

>

k=0 X Xy

. 1§
PQ)= 1, @)~22 =0l L+1
w(€2,)
LagranZova interpolaciona formula B
L
b
D> P(o,)—* : &
k=0 X=X, b = U X, —X, Xp—X
P(x)= - . x=cosQ R TR
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1. Pretpostavi se pocetni skup ekstremalnih u¢estanosti Q,, n=0,1,... ,L +1

2. Na osnovu poznatog polozaja ekstremuma odredi se vrednost & na osnovu

A a zatim na osnovu B koeficijenti polinoma P(x), odnosno P(cosQ) .

3. Na osnovu poznatih koeficijenata polinoma P(x), izraCuna se vrednost funkcije
greske za veci broj diskretnih uestanosti. Uobi€ajeno je da se greska izracunava u
8(M + 2) tacaka, gde je M duzina impulsnog odziva. Ako je E(Q; ) = & na nekim
ucestanostima, onda se izabere novi skup od L + 2 ekstremalnih u¢estanosti koje

predstavljaju polozaje ekstremuma funkcije greSke E(Q) koji moraju biti u
alternirajuéem rasporedu. Zatim se ponavlja faza 2.

4. Postupak se zavrSava kada postane |E(Q)| < 6 na svim u€estanostima,
odnosno kada d prestane da se menja u iterativnom postupku.

Digitalna obrada signala
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H?,(Z_”k] _ Q[z_”k]p(@] k=0L.. .U
M M

f

M -1

, M neparno

—1, M parno
5 : p

Dobijeni rezultat je optimalan u smislu da ima najmanju aproksimacionu

gresku & za traZenu Sirinu prelazne zone Q, — Q, . Ako se tezinska funkcija

W(Q) izabere na nacin kako je prikazano, onda je 8, = 8, 5, = Kd.

Ako je potrebno realizovati funkciju sa propisanim vrednostima za 5,1 9, ,

onda se obi¢no fiksiraju vrednosti za M i grani¢nu u€estanost propusnog

opsega Q, , a vrednost grani¢ne ucestanosti nepropusnog opsega, Q, , se
varira dok se sintezom ne dobije funkcija koja ima trazene vrednostiza 5, i 5,
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—10log(5 ,3,)—13
Mz 8(0,%) +1
2.324B,

) 22T[D2((3p,6a)_hf(6pa6(1)8f+l
B 2n

A
D, (5,.8,)=[0.005309(10g5 ,)* +0.0711410g8 , - 0.4761]logs,

—[0.00266(10g8p)2 +0.594110g3 , + 0.4278]

[(3,.8,)=11.01217 +0.51244(log& , — log3,)
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Metod sinteze pomocu prozorskih funkcija je najjednostavniji za primenu. Na Zalost, ovim
metodom se ne mogu ta¢no realizovati zadate u€estanosti Q,/Q,, Cija vrednost zavisi od
koriscene prozorske funkcije i izabrane vrednosti M. DuZina impulsnog odziva, M, koja se
dobija ovim metodom je najveca, sto znaci najvecu sloZenost realizacije.

Metod sinteze pomocu odabiranja u frekvencijskom domenu obavezno zahteva upotrebu
racunara i programa za optimizaciju parametara. MoZze se reci da je od opisanih metoda
najteZi za primenu. Kontrola poloZaja granicnih ucestanosti Q, I Q, je nesto bolja nego kada
se primenjuju prozorske funkcije, a greska grani¢nih ucestanosti je manja od 2n/M . Mada se
za sintezu koristi praktic¢no ista vrednost za M kao kod metoda prozorskih funkcija, sloZzenost
realizacije je znatno manja zbog mogucnosti koris¢enja specijalne realizacione strukture.

Cebidevljeva aproksimacija omogucava najbolju kontrolu specifikacija i u tom pogledu je
najbolja. Grani¢ne ucestanosti Q, | Q, se tacno realizuju, a duZina impulsnog odziva se dosta
ta¢no moZze proceniti empirijskim formulama. U filtarskim aplikacijama, potrebna duzina
impulsnog odziva je znatno manja nego kod prethodna dva metoda sinteze, Cesto i za 30%.
Cebievljeva aproksimacija je optimalna u smislu da za dato M omogucava najmanju

Sirinu prelazne zone. S obzirom na Siroku rasprostranjenost optimizacionih programa za
Cebigevljevu aproksimaciju, ovaj metod je danas standardni metod za sintezu FIR funkcija
prenosa sa linearnom fazom.




